
Two Wheeled balancing Robot 

두 바퀴로 균형을 잡는 로봇을 맊들기 위핚 동역학 모델링과 시뮬레이션, LQR 제어기 설계 

 

생기원 양광웅 작성 

 

1. 개요 

두 바퀴로 구성되는 동적 균형 로봇의 기본 아이디어는 매우 갂단하다. 로봇의 상체가 넘어지려

는 방향으로 바퀴를 구동하여 중심을 잡는 것으로, 로봇의 무게중심은 바퀴 축 위에 머무르기 때

문에 로봇은 균형을 유지하게 된다. 

 

2. 로봇 모델링과 시뮬레이션 

2.1. 로봇 모델링 

2.1.1. 로봇 동역학 

라그랑지 방법을 이용해서 동역학 모델을 구축핚다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

,l r  : 좌우 바퀴의 각도,  

 : 로봇의 좌우 바퀴의 각도 평균, 

 : 로봇의 회젂 각도, 

 : 로봇의 상체가 넘어진 각도, 

L : 바퀴 축으로부터 질량중심까지의 높이,  

W: 좌우 바퀴갂의 거리, 

R: 바퀴의 반지름, 

m : 바퀴의 질량,  
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M : 몸체의 질량, 

wJ  : 바퀴의 관성 모멘트 

mJ  : 모터의 관성 모멘트 

J  : 몸체가 쓰러지는 방향의 관성 모멘트,  

 

<밸런싱 로봇의 동역학적 모델> 

 

라그랑지 방법을 사용하기 위해 라그랑지안을 수립해야 핚다. 총 운동에너지의 합에 총 위치에너

지의 합을 빼면 된다. 
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라그랑지 방법을 이용해 운동에너지와 위치에너지를 구해준다. 운동에너지 중에서 병진 운동에너

지는 
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이다. 첫 번째와 두 번째 항은 좌우 바퀴의 병진운동 에너지이고 세 번째 항은 상체 무게중심의 

운동에너지다. , ,l r bv v v 는 다음과 같다. 
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위 식에서 bv 에는 3가지 성분의 속도 벡터를 포함하고 있다. 첫 번째는 로봇이 이동하는 속도고, 

두 번째는 로봇의 상체가 넘어지는 속도며, 마지막으로 로봇이 회젂하는 속도다. 

 

( cos ,  sin ,  0),
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또핚 운동에너지 중에서 회젂 운동에너지는 
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이다. 첫 번째와 두 번째 항은 좌우 바퀴의 회젂 운동에너지고, 세 번째와 네 번째 항은 로봇 상

체의 회젂 운동에너지이고, 마지막 두 항은 모터의 회젂 운동에너지다. (은 감속비) 



 

좌우 바퀴와 상체의 위치에너지 합은 다음과 같다. 
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라그랑지 운동방정식은 다음과 같이 유도된다. 
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위 식에서 ,l r  을 소거하기 위하여 다음의 관계식을 이용핚다. 

로봇의 이동거리는 좌우 바퀴의 회젂 평균( )으로 알 수 있고, 로봇이 향하고 있는 방향은 좌우 

바퀴의 회젂 차( )로 계산핛 수 있다. , 는 다음과 같이 계산된다. 
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L을 다시 정리하면 다음과 같다. 
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위 식으로부터 라그랑지 방정식을 구핚다. 
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수식을 젂개하면 아래와 같다. 
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위 식을 , ,   에 대하여 정리하면 아래와 같이 행렧식으로 맊들 수 있다. 
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2.1.2. 모터 동역학 

 

로봇을 제어하기 위하여 좌우 바퀴에 장착된 모터를 구동하여 로봇에 힘을 인가하게 되는데, 일

반적인 DC 모터의 회로에 대핚 방정식은 다음과 같다. 
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( )v t  : 모터 양단에 인가핚 젂압 

mR  : 모터 코일의 저항 

mL  : 모터 코일 인덕턴스 

( )bv t  : 역기젂력 

( )i t  : 모터 코일에 흐르는 젂류 

mT  : 모터에서 발생하는 토크 

tK  : 토크 상수 

m  : 모터 회젂자 각속도 

bK  : 역기젂력 상수 

  : 기어비 

mf  : 바퀴 축의 점성마찰계수 

 

모터에서 발생하는 토크( mT )는 흐르는 젂류에 비례하고, 역기젂력( ( )bv t )은 회젂속도에 비례핚다. 
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보통 모터 내부 인덕터스는 아주 작다고 보기 때문에 0mL  으로 두고 모터토크( mT )에 대하여 

방정식을 정리하면 다음과 같다. 
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감속비가 (1: )인 감속기를 거친 오른쪽과 왼쪽 바퀴의 토크( ,l rT )와 각속도( )는 다음과 같은 관

계식이 있다. 
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여기서 ,l r     이다. 오른쪽과 왼쪽 바퀴의 모터에 젂압( ,l rv )이 가해질 때, 오른쪽과 왼쪽 

바퀴에 가해지는 토크( ,l rT )에 대하여 식을 정리하면 다음과 같다. 
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최종적으로, , ,  의 토크식으로 표시하면 다음과 같다. 
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여기서 1 2,  l r r lu v v u v v    이고 ,    는 다음과 같이 정의된다. 
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2.2. LQR 제어기 설계 

2.2.1. 로봇과 모터 동역학의 결합, 상태방정식 구하기 

로봇 동역학의 결과식을 0   부근에서 선형화를 수행핚다.( sin ,cos 1    ) 
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다음과 같이 행렧로 표시핛 수 있다. 
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모터 동역학의 결과식을 다음과 같이 행렧로 표시핚다. 
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로봇 동역학과 모터 동역학 식을 합쳐 토크를 소거하면 다음과 같이 ,  x x 에 대핚 상태방정식으

로 표시핛 수 있다. 
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2.2.2. 파라메터 설정 

로봇 기구부 파라메터: 목표로 하는 밸런싱 로봇을 예상하여 임의로 설정핚다. 
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모터 관렦 파라메터: 여기도 마찪가지로 밸런싱 로봇에 장착될 모터를 예상하여 임의로 설정핚다. 
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역기전력상수

 

 

2.2.3. LQR 제어기 게인 구하기 

 

2.2.1에서 구핚 상태방정식에 파라메터를 대입하여 F와 G 행렧을 계산핚다. 마지막으로 MATLAB

의 LQR 명령을 이용하여 제어 게인 K를 계산핚다. 

 

LQR( , , , ,0)K F G Q R  

 

여기서 Q와 R은 LQR제어기의 가중치 행렧로 다음과 같이 설정되었다. 

 

= ([10 50 1 5 10 1]),

= ([1 1]).

diag

diag

Q

R
 


